第一章  概率论

导言

非参数统计方法其中一个吸引人的特性就是：你并不需要成为一个概率论方面的专家就能理解非参数方法所蕴含的理论，加上一些易学的基本概念以及基础理论，使得非参数方法很容易被理解。本章介绍这些基本概念，所需要的是耐心、信心和较好的高中代数知识。

本书是这样安排的，读者可以直接找到他们所需要用的统计方法，然后从头到尾一步一步按着说明操作。然而如果这样话，他们不一定能理解他们在做什么以及为什么要这样做。这种理解的缺少通常导致数据的错误处理和得出不合理的结论。在第一、二章，读者将全面理解所使用的非参数方法，甚至能对其稍作修改，使它能更好地应用于所分析的特殊数据集。

对学习每一节的建议：通读教材，然后演算例子，最后做每一节后的习题和问题。如此可以为下一节学习做准备，也可以增强前面所提到的耐心和信心。

1.1 §1.1 计数 

计算概率的过程通常依赖于计数，如通常的计数，“1、2、3”，等等。而通常的计数方法在一些复杂的情形下变得十分冗长乏味，所以本节介绍一些有技巧性的方法，用于处理这种复杂的情形。

当说到掷一枚硬币时，我们仅考虑到了两种结果：或者正面（H）出现，或者反面（T）出现。如果掷一次硬币，将会出现两种结果：H或T。如果掷两次硬币，将会出现四种结果：HH, HT, TH, TT，其中HT表示掷第一次时出现H，掷第二次时出现T。每多掷一次硬币，则出现的结果数将是原来的二倍，因为最后一次投掷有两种可能的结果。所以，如果投掷
[image: image1.wmf]n

次硬币，就会出现
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种结果。

试验

为讨论一般化，我们把掷硬币作为试验的一个例子。无论是掷一次，两次还是一般的
[image: image3.wmf]n

次，这个步骤都被看作是一个试验。这样投掷三次硬币也是一次试验，它是三个仅掷一次硬币的独立试验的组合。我们称较“短”的试验为基本试验，试验由基本试验组合而成。一般来说，一个试验是遵循一套已设计好规则的过程，试验前并不知道遵循这些规则的结果。

模型

很少科学家认真地考虑到掷硬币作为一个试验其自身所具有的价值.实际上掷硬币的价值在于为许多不同情况下的不同模型提供了原型。如果我们考虑的是一枚均匀硬币，即得到每一面出现的可能性是一样的，这个试验就与下面的试验类似：老鼠对于两个门的选择、顾客对两种商品的选择、教师判断两种教学法方法哪种更有效、市场分析家决定在周一行情将是更高还是更低，等等。

如果硬币不是均匀的，即一面比另一面更容易朝上，这种模型将适用于更广泛的一类试验。所包含的试验例子有：给老鼠的血液注射药物来检验这种药物是否是致命的；用病人来检验一种新的治疗法；一个顾客对产品有几种选择，要求选择一种使得这种产品是由X公司制造的，等等。每种情况下我们关心的结果只有两个，如“生”或“死”，“痊愈”或“未痊愈”，“X公司的品牌”或“其它品牌”，两种结果发生的可能性不必相等。

   在本章和下一章，我们将讨论掷硬币、掷骰子、从罐中取筹码、将球放入箱中等有价值的模型，事实上，这些模型的价值在于它们是复杂模型的有用和简单原型，这些复杂模型来自许多不同领域的试验，如电子物理、心理学、社会学、教育学、生物学、经济学、化学等领域。Feller（1968）很好研究了这些模型的变化。本章将部分讲述关于这些模型研究的说明，因为需要其它非参数方法的介绍，所以大部分说明要放在后面的几个章节中。

事件

我们把掷硬币看作一个试验，并把每一次投掷作为一个基本试验。把一个或多个基本试验，或整个试验的结果称为事件（event）。刚描述的掷硬币试验包含
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个基本试验，其中每个基本试验的结果是发生事件“H”或“T”。事件的组合也是一个事件，所以试验中
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个可能结果的每一个可看作一个事件。其它事件的例子有“至少一次正面朝上”，“四次中有一次反面朝上”，“正面朝上的次数至少是反面朝上的两倍”，等等。

推而广之，可得如下准则：

准则1：如果一个试验包含
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个基本试验，且每一个基本试验有
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种可能的结果，则整个实验有
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k

个可能的结果。

例1.1.1：

如果一个试验由几个基本试验组成，且每个基本试验是向三个盒子之一投一个球。第一次投会产生三个不同的结果。前两次投共有
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=9种可能的结果。这样推广到由7次投掷组成的基本试验，它的试验结果就有
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=2187种不同的结果。

考虑一个装有编号从1到
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的
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个筹码的盒子。从盒子中取出一个筹码后放到桌子上，可以看到它的编号。这个筹码是这
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个筹码中的任意一个，所以选择第一个筹码有
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种方式。第二个筹码是从剩余的筹码中选取的，并置于第一个筹码的旁边，它的编号也能够看到。由于盒子中只剩下
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个筹码，所以第二个筹码的选择有
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种方式。因为选择第一个筹码
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种方式中的每一种都对应着第二个筹码的
[image: image18.wmf]1

-

n

种取法，所以第一、二个筹码的选择共有
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种方式。第三个筹码有
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种选取方式，并且置于桌子上的第二个筹码旁边。如此继续，直至取出最后一个筹码（最后一个筹码的选取只有一种方式，此时盒子中只有一个筹码），可知从一个盒子中选取有
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个编号筹码的方法有
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（读作“
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的阶乘” ）种方式，或者把一个
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个不同的物体排成一行的排列方式有
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种。为方便起见，我们定义
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，这也与通常的使用一致。

准则2：
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个不同的物体的排列方式有
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种。

例1.1.2

考虑字母A、B、C的所有排列数。第一个字母是这三个字母中的任意一个，当第一个字母选定之时，第二个字母有两种不同的选取方式，剩下的字母就是最后一个选取的，这样一共有
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种不同的排列。这六种排列是ABC, ACB, BAC, BCA, CAB和CBA。

例1.1.3

考虑一个有八匹马的赛马。如果你能正确地预测哪匹马获得第一，哪匹马获得第二，还有对这个结果的赌注，那么你就“赢得正序连赢”。假设你要确保能赢得正序连赢。这意味着你要买
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=56张彩票，它们分别对应着产生第一、二名的56种结果。整个比赛的结果，即在终点线上的八个位置马的排列，共有
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种不同的方式。

如果
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个物体互不相同，那么这
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种排列中的每一种都是唯一的。但如果有2个物体相同，那么对于这
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个物体的每一种排列，存在另一种排列的结果与之一致，在这种排列中，其余
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个物体的位置与前一种是一样的，只有两个相同物体的位置交换了。所以
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种排列中每个排列都有另一个排列与它相同。所以不同的排列数是
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如果其中有3个物体相同，其余
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个互不相同。我们把这
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种排列按相同的排列分组，则在每组中有
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个排列。因为由准则2，三个相同的物体在它们的三个位置上有
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种不同的但无法区分的排列方式。那么不同排列的数目，等于按相同排列分组的组数，是
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个物体相同，这
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种排列按相同排列分组，每组的容量是
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。如果有
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个相同的类型1物体，
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个相同的类型2物体。对于类型1物体的每一种排列，类型2有
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种相同的排列。这样每组中排列方式相同的排列有
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种。因此，分得的组数是
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。这就引出如下计数准则。

准则3：如果
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个物体中有
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个相同的第1类物体，
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个相同的第2类物体，……，
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个相同的第
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类物体，则它们的可区分排列数，记作
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特别，如果
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个物体由
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个相同的某类物体和
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个相同的另一类物体组成，那么这
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个物体的可区分的排列数，记作
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本书约定，如果
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个物体的排列使得其中有多于
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个的物体是一样的。

为了说明准则3的应用，我们把这
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种排列按相同的排列分组，每组中有
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种排法。因为任何排列不会出现在两个不同的组中，所以组数是
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可以是1）。因为
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，方程（2）除以1并不影响其数值，且准则3也不受前面假设的影响。可以看出准则2是准则3的特例，其中所有
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例1.1.4

例2中将字母A、B、C排成一行的排列有六种方式。假设字母A与B相同，用字母X表示。则排列ABC和BAC记作XXC，是不可区分的。同样ACB和BCA记作XCX。则最初的
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种排列减少为
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种可区分的排列，即XXC、XCX和CXX。

例1.1.5

将一枚硬币投掷五次，结果是两次正面三次反面。现有两类物体，一类含两个相同物体，另一类含3个相同物体，两次正面三次反面的不同序列数等于这5个物体排列数，是
[image: image75.wmf]10

2

5

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

。这10种排列如下，其中H表示正面，T表示反面。

HHTTT  THHTT  TTHHT

HTHTT  THTHT  TTHTH

HTTHT  THTTH  TTTHH

HTTTH

从
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个物体中选取
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个物体可以形成多少组呢？我们用准则3来回答这个问题。假设
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个物体排成一排，将
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个相同的标记放在这
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个物体中的
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个上，容易看出，将
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个标记置于
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个物体中的
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个上的放法数，等于
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个未标记的位置的排列数，正是准则３给出的，是
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个物体中一次取
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个的取法数”。

例1.1.6

考虑字母A、B、C。从中选取两个字母的取法有
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种，即AB、AC和BC。为了与前面的讨论联系起来，把三个字母中的两个用“*”标记：
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且
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注意到它与例4的相似性。

二项式系数

我们介绍
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的另一种使用方法。考虑式子
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项是由第一个因式中的
[image: image101.wmf]x

项，第二个因式中的
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注意到
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这就是我们熟知的“二项式展开（Binomial expansion）”，在很多高中数学的教科书上就可以看到它。这也解释了为什么“二项式系数（Binomial Coefficient）”常用来描述符号
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例1.1.7
利用二项式展开来计算
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习题
1． 0至9这10个数字可以组成多少个四位数（从0000到9999）？其中每个数字可以重复。

2． 对于字母表中的26个字母，可以得到多少种四个字母的排列？其中每个字母可以重复使用。

3． 将字母L、O、V、E排成有四个字母的“单词”的排法，每个字母只能用一次，共有多少种？

4． 5个人坐成一排有多少种方法？

5． 从一个12人的俱乐部中选取3人组成一个委员会，有多少种方法？

6． 在
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7． 在
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8． 在
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9．计算 
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10．计算 
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11. 计算
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12.  计算 
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思考题
1．从第一类中选取
[image: image153.wmf]1
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个物体，从第二类中选取
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个物体，依次进行，从第
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类中选取
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个物体，共有多少种选择方式？其中第一类物体共有
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2.  证明 
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§1.2 概率
本节将应用1.1节中的三个计数准则去发现一些有趣而有用的概率。首先介绍一些统计学中的标准术语。正确理解本节和其它节中术语，使我们更容易理解统计概念。

样本空间

我们从试验出发来定义重要的术语：样本空间（Sample space）和样本空间中的点。

定义1.2.1 样本空间是一个试验中所有可能不同结果的集合。

定义1.2.2 样本空间中的一个点是一个试验中一次可能的结果。

每个试验都有其自己的样本空间，它含有这个试验所有可能的不同结果。通常默认样本空间有一个合理的划分，其中每一个划分称为一个点，且每一个可能的结果用且仅用一个点来表示。

例1.2.1

如果一个试验为掷两次硬币，则样本空间中有四个点：HH、HT、TH和TT。

例1.2.2

以对一个学生进行10个判断题的测试作为一个试验。则样本空间中有
[image: image163.wmf]1024
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个点，每一个点是对这10个连续问题可能答案的序列，比如“TTFTFFTTTT”。

事件

有了样本空间中的点，我们可以定义事件。

定义1.2.3 一个事件是样本空间中一些点的集合。

在例1中我们提过“两次正面”这个事件，它只有HH这一个点；事件“一次正面”含有点TH和HT 两个点；事件“至少一次反面”含有点TH，HT和TT三个点；同样事件“四次正面”中没有点。通常称一个没有点的集合为空集（empty set）。一个包含样本空间中所有点的事件称为必然事件，因为每次试验时该事件必然会发生。

两个不同的事件可能含有相同的点，事件“至少一次反面”和事件“至少一次正面”就有两个相同的点TH和HT。如果两个事件没有相同的点，则称它们为互不相容(mutually exclusive)事件，因为其中的一个事件的发生排除了另一个事件同时发生的可能。

如果一个事件中的所有点都包含在另一个事件中，那么称第一个事件包含于第二个事件，或者称第二个事件包含第一个事件。事件“至少一次反面”包含事件“两次反面”。每个事件当然包含它自身。

概率

对样本空间中的每一个点对应于一个称为点的概率或结果的概率（probability）。概率是0至1中的任意一个实数。如果我们在相同的条件下多次重复该试验，那么这个点或事件相应发生的频数（frequency）是这个点或事件发生概率的一个近似。

定义1.2.4  如果
[image: image164.wmf]A

表示一个试验中的事件，
[image: image165.wmf]A

n

是这个试验独立重复了
[image: image166.wmf]n

次中事件
[image: image167.wmf]A

发生的次数，那么事件
[image: image168.wmf]A

发生的概率，记作
[image: image169.wmf])
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，由下式给出

                                      P14                              （1）

读作“当重复试验次数趋于无穷时，事件
[image: image170.wmf]A

发生的次数与试验重复的次数之比的极限”。

独立性（Independent）的正式定义在后面给出。如果任意一个试验的结果不影响其它试验的结果，我们认为这些试验是独立的。

一个事件发生概率的定义包含了单点发生概率的定义，因为单点集合也是一个事件。由于事件发生的次数等于组成这个事件所有互不相容结果发生的次数之和，从定义可知，一个事件发生的概率等于组成这个事件所有结果发生的概率之和，

概率函数

在实际应用中，一个特定样本空间的概率集合很少已知，但根据试验者的先验知识这些概率应是确定的。即试验者建立一个模型来作为这个试验的理想化描述，然后察看这个试验模型的样本空间，并用某种合理的方式来给定样本空间中不同点的概率。

例1.2.3

在掷一次均匀硬币的试验中，一般认为H发生一半次数的假设是合理的。这样结果H发生的概率就是1/2，结果T发生的概率也一样。我们记作
[image: image171.wmf]2
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例1.2.4

在掷三次均匀硬币的试验中，认为
[image: image172.wmf]8
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个结果HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT中的每一个发生具有等可能性是合理的，即每一个结果发生的概率是1/8。则可得到P（三次反面）＝1/8，P（至少一次正面）＝7/8， P（正面多于反面）＝P（至少两次正面）＝4/8＝1/2。

前两个例子中我们已经用到了概率函数（probability function）。

定义1.2.5 概率函数是指对样本空间中事件对应于概率的函数。

在例3中，概率函数是由
[image: image173.wmf]2
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给出。概率函数对样本空间中的每个点都给出了概率，而且样本空间中事件的概率可由它所包含样本点的概率来确定。

概率函数有一些明显的性质。设
[image: image174.wmf]S

为一样本空间，
[image: image175.wmf]A

为
[image: image176.wmf]S

中的事件，如果
[image: image177.wmf]P

是一个概率函数，由
                                 P16       （式子1）
得
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                                  P16      （式子2）
得
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记
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为事件“
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                                  P16     （式子3）
得
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条件概率

前面提过一个试验各种不同的结果是互不相容的，与一个试验相关的不同事件却可能没有这个性质。在掷三次硬币的试验中，事件“三次正面”与事件“至少两次正面”很可能同时发生。考虑在事件“至少两次正面”发生的条件下，事件“三次正面”发生的概率。如果至少两次正面朝上发生了，则样本空间中的一些点，比如，TTT、TTH、THT和HTT可以排除。试验的可能结果就减少为4个等可能的点。所以，每一个点的概率变成1/4，因此，在给定至少有两次正面朝上的事实发生时，事件“三次正面”或HHH的概率是1/4。附加信息排除掉一些结果，也就人为减小了样本空间。

考虑另一个掷骰子试验。设S为样本空间，A是事件“4，5或6发生”，B是事件“偶数（2，4，或6）发生”， 如图1所示。在事件B发生的条件下，事件A发生的概率记作
[image: image186.wmf])
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                                     P16  
图1
通常读作“给定B发生条件下A发生的概率”。既然已知B发生，我们不仅可以去掉既不在A中又不在B中的点，即点1和3，而且还可去掉不在B中但在A中的点，即5。这样全部去掉了不在B中的点，样本空间就是B中点的集合。B中能使事件A也发生的点是既在A中又在B中的点，有点4和6，它表示事件“事件A和B同时发生”。

定义1.2.6 如果A、B是样本空间中的两个事件，事件“A、B同时发生”表示样本空间中同时在A和B中的点，称事件A与事件B的交，记作AB。事件交（joint event）的概率记作
[image: image187.wmf])
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．

“给定B发生条件下A发生”的概率是“AB”发生的概率除以样本空间“B”的概率，或用符号表示为：

                                     P17        （2）
另一方面，假设前面的试验进行了
[image: image188.wmf]n

次，且仅记录下了事件B中的结果，而不发生在事件B中的结果没有记录。设
[image: image189.wmf]B

n

为事件B发生的次数，
[image: image190.wmf]AB

n

为事件B发生时A发生的次数。那么
                                     P17      （3）

我们从直观上已说明了下面的定义。

定义1.2.7 给定事件B，A发生的条件概率（conditional probability）就是当给定B发生时A发生的概率，由下式给出，

                                     P17     （4）
其中
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例1.2.5

考虑投掷一颗匀称的骰子，六种可能结果中每一种发生的概率都是1/6。设A是事件“4，5或6发生”，B是事件“偶数发生”。那么，
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由下式算出：

                                     P18     （式子1）
我们应该注意这个答案的合理性。由于知道偶数（事件B）已经发生了，则试验结果是2，4或6。我们想知道一个比3大的数（事件A）发生的可能性。由这三个偶数中有两个比3大，故答案是2/3。

独立事件

条件概率的思想很自然地导致独立事件（independent event）的思想。如果在事件B发生的条件下，A发生的概率与在不知道B是否发生的情况下A发生的概率相等，我们认为事件A的发生与否与事件B的发生与否独立。即如果
[image: image197.wmf])
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，则A独立于B。事实上，这就是常用的事件独立性的定义，但从这种定义形式上看不出B是否独立于A。所以我们在条件概率（4）式中用
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，得到如下定义

定义1.2.8称两个事件A、B是独立的，如果

                                    P18                  （5）
由（5）式的对称性，容易看出，如果A独立于B，那么B也独立于A，这时我们说“A与B是独立的”，即是说它们相互独立。

例1.2.6

在投掷两次匀称硬币的试验中，样本空间中的4个点的发生是等概率的。设事件A是“第一次正面朝上”，事件B是“第二次正面朝上”。则A中有点HH和HT，B中有点HH和TH，且AB中有点HH。所以
[image: image200.wmf]4
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，满足（5）式，故A和B独立。

下面的例子说明两个事件的独立性并不总是直观的，需要直接由定义和（5）式来验证。

例1.2.7

仍然考虑投掷一个均匀骰子的试验，样本空间中含有6个等可能的点1，2，3，4，5和6。设A是事件“偶数发生”，包含点2，4和6；B是事件“至少为4的数”，包含点4，5和6；C是事件“至少为5的数”，包含点5和6。，因为
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，所以A和B是不独立的。然而A和C是独立的，因为
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相等。

独立试验

我们给出如下独立试验（independent experiment）的定义。

定义1.2.9 两个试验称作是独立的，如果一个试验中的任一事件A与另一个试验中的任一事件B都满足下式：

                                    P19     （式子1）
两个试验独立的定义等价于一个试验中的每一事件都独立于另一个试验中的每一事件。

验证对应于两个试验中的每一对事件是否满足定义9是比较繁琐的。然而，按定义来验证那些仅含有一个点的事件就足够了，对于其它事件的情形也自然得到了验证。

实际应用中，模型的建立通常假设了独立性，然后再利用独立性及定义9中的
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来计算
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，这也是独立性定义的主要价值。因此，独立试验的定义可合理推广到含有多于两个试验的情形。

定义1.2.10  称
[image: image210.wmf]n

个试验相互独立，如果从这
[image: image211.wmf]n

个试验每个试验中任取一个事件组成
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个事件的集合，都满足如下等式：

                               P20         （6）
其中
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如果不引起混淆的话，可从前面定义中省略“相互”这个词。

例1.2.8

考虑投掷一次不均匀硬币的试验，其中事件H发生的概率是p，事件T发生的概率是q=1-p。独立重复三次这个试验，可用下标来记录相关试验的结果，其中
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表示第一次试验结果是H，第二次是T，第三是H。由于独立性假设，有

                                P20   （第2个式子）

如果我们考虑事件“恰有两次出现正面”，有
[image: image217.wmf]3
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                                P20   P（恰有两次出现正面） （第3个式子）
很明显，上面的试验可以用三个独立基本试验来描述。同时也可推广到一个含有
[image: image218.wmf]n

个独立投掷的试验，得到“恰有k次出现正面”的概率等于
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乘以该项所出现的次数。因此，对于
[image: image220.wmf]n

次独立投掷一个硬币试验，

                               P20   P（恰有k次出现正面）=(第4个式子)   (7)

其中对于每一次投掷
[image: image221.wmf])
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前面的三种定义可以从正反两个方面进行说明，对所有的定义也是如此。例6给出了式（5）满足时两个事件是独立的。例8给出了在有独立性假设时，式（6）满足。这就是说，如果（6）不满足，那么这些试验就不是独立的，反之，如果这些试验不独立，则至少有一事件的集合
[image: image222.wmf]n
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习题
1. 在投掷三次硬币的试验中，考虑投掷的次序（从第1次至第3次），列出样本空间中的点。

2. 参考习题1，给出

（a） 两个互不相容事件

（b） 两个不是互不相容的事件

3. 如果降雨概率是0.15，那么不降雨的概率是多少？

4. 如果到达一个十字路口时，绿灯亮的概率是0.35，黄灯亮的概率是0.10，那么红灯亮的概率是多少？

5. 如果一个足球队赢得每场比赛的概率与输掉的概率是相等的（假设没有平局发生，并且每场比赛的结果是独立的），那么在一个八场比赛的赛季中，这个球队至少输掉7场比赛的概率是多少？

6. 如果一个球队赢得每场比赛的概率是0.4，与其它场次比赛独立，那么在一个10场比赛的赛季中，这个球队至多赢一场的概率是多少？

7. 如果得到一张破损美元纸币的概率是0.05，那么在得到的三张纸币中有两张是破损的概率有多大（假设独立性满足）？

8. 如果被盗的汽车中有60%能找回，且每年有2%的汽车被盗，那么一个人的汽车被盗且再也找不回来的概率是多大？

9. 顾客购买一种特定品牌清洁器的概率是0.15，有40%的顾客在购买清洁器时会购买一个散雾器，那么一个顾客同时购买这两种的概率是多少？

10. 在投掷一枚均匀硬币的三次独立试验中，至少有一次反面朝上的概率是多大？

11. 在投掷一枚均匀硬币的三次独立试验中，若已知至少有一次正面朝上已经发生，那么这时三次正面朝上的概率是多大？

12. 在投掷一枚均匀硬币的四次独立试验中，若已知至少有两次正面朝上已经发生，那么这时三次正面朝上的概率是多大？

13. 在投掷一枚均匀硬币的三次独立试验中，如果已知第一次得到的是正面，那么这时三次正面朝上的概率是多大？（注：习题11和13的答案不同）。

14. 若每年银行的学生帐号中有75%被关闭，且银行20%的帐号是学生帐号，那么银行的一个帐号是学生帐号并且使用期超过一年的概率是多大？

15. 在投掷一枚均匀硬币的四次独立试验中，若已知至少一次反面朝上已经发生，那么这时得到至少三次正面的概率是多大？

16. 一个摸彩游戏是从0到9中随机（有放回）选取三个数字，三次相互独立，例如：212或935。

（a） 在一次尝试中，成功猜对三个数字的概率是多大？，三个数字不考虑次序，例如，即使抽出数的次序是512 或152，那么对215的猜测也算对。

（b） 猜对555的概率与猜对212或935的概率一样吗？

思考题：

1. 证明：在一个有
[image: image223.wmf]n

个点的样本空间中，至少含有一个点的事件的数目是
[image: image224.wmf]1
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n

。

2. 本题意在表明两两独立并不意味着三个整体独立。考虑从装有数字1至9的帽子中取数，等可能取到每个数字。如果取到1，2或3，则事件A发生；取到1，4，或5，则事件B发生，取到2，4，或6，则事件C发生。

（a） 证明事件A与B独立；A与C独立，以及B与C独立。

（b） 事件A，B，C相互独立吗？为什么？

（c） 求事件A，B，C都不发生的概率。

1.3 §1.3 随机变量

随机变量

一个试验的结果可能是数值的，比如考试的分数，也可能是非数值的，如从围栏中逃出的老鼠对“红色的门”的选择。为了分析试验的结果，常用的做法是对样本空间中的点赋值。任何一个这样赋值的准则称为随机变量（random variable）。

定义1.3.1  随机变量是定义在样本空间上点的实值函数。

通常用大写字母W, X, Y或Z来表示随机变量，也可以带下标。随机变量的值用小写字母表示。

例1.3.1

一个顾客可以从如下三种商品：肥皂、清洁剂或商标A中选取一种，样本空间包含代表三种可能选择的三个点。若选择商标A，则随机变量取值1，若是其它两种结果则取值为0。所以
[image: image225.wmf])
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为顾客选择商标A的概率。

在一个样本空间定义多个随机变量是比较方便的做法，如下面例题所示。

例1.3.2

调查六个女孩和八个男孩，看他们更容易与自己的母亲还是父亲交流。设X表示与母亲更易交流的女孩数，Y表示与母亲更易交流的孩子总数。如果X=3，则事件“3个女孩觉得与母亲交流更容易”发生。若与此同时，Y=7，则事件“3个女孩和
[image: image226.wmf]4
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个男孩觉得与母亲交流更容易”发生。

若X是一个随机变量，“X=x”表示样本空间中相应事件的简单符号，它是包含随机变量X取值为x的所有点的集合。

例1.3.3

掷一枚硬币两次，设X为正面朝上的次数。那么“X=1”对应着含有点HT和TH的事件。

所以“X=x”通常叫作“事件X=x”，意思是“随机变量X取值为x的所有结果的事件”。

由于随机变量与事件之间的这种紧密关系，条件概率与独立性的定义同样可用于随机变量。

定义1.3.2 给定Y时X的条件概率是指在随机变量Y取值为y时，随机变量X取值为x的概率，记为
[image: image227.wmf])
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由定义1.2.7可知，条件概率的公式可如下表示：
                           P24          ，如果 P（Y=y）>0  （1）

例1.3.4

在例2中，设X为六个女孩中觉得与母亲交流更容易的女孩数，Y为更容易与母亲交流的孩子总数。为方便起见，设Z=Y-X，它是八个男孩中觉得易于与母亲交流的男孩数目。假设每个孩子的答案是相互独立的，并且每个孩子说他（或她）更易于与他的（或她的）母亲交流的概率是p（未知）。求条件概率
[image: image228.wmf])
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首先由假设可知，X=3和Z=4是独立的。因为事件（X=3，Y=7）和事件（X=3，Z=4）是一样的，所以联合概率为（见例1.2.8）：
                         P24      由独立性       （2）
同样，我们可得到
                         P24                     （3）
所以条件概率
[image: image229.wmf])
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为
                         P24                     （4）
其中消去了有关未知数p的因式。

概率函数

正如一个样本空间中的点是互不相容的，随机变量的取值也是互不相容的，即对于试验的一个结果，所定义的随机变量也只有一个取值。这样随机变量所有取值的集合与样本空间有许多相同的性质。随机变量每个单独的取值对应于样本空间中的一个点，一个取值集合则对应着一个事件，随机变量在一个数值集合内取值的概率等于它在这个集合内取每一个值的概率之和。例如：
                            P25     （式子1）
其中求和项包括所有a、b之间x的值，但不包含a、b，且
                         P25  P（x=偶数）=
[image: image230.wmf]å
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     （式子2）
其中
[image: image231.wmf]S

是对所有取值为偶数的x求和。由于X的取值集合与样本空间的相似性，描述X各种可能取值的概率称为“随机变量X的概率函数”，正如一个样本空间有一个概率函数一样。但随机变量的概率函数不是概率的任意赋值，正如样本空间的概率函数那样，因为样本空间的每个点一旦赋予概率且在样本空间上定义了随机变量，那么就知道了X各种取值的概率，从而X的概率函数也相应确定。

定义1.3.3 对任一实数x，随机变量X的概率函数就是X取值为x的概率，常用
[image: image232.wmf])
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表示。换句话说，
                              P25    （5）
概率函数在X不能取到的那些x处为0。

人们常用条形图来表达概率函数，即用随机变量的取值作为横坐标（沿着水平轴），概率为纵坐标（条形的高度）。例如，如果
[image: image233.wmf])

1

(

=

X

P

=0.3，
[image: image234.wmf])

2

(

=

X

P

=0.4，
[image: image235.wmf])
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=0.3，则这个概率函数的条形图如下图所示。条形的高度表示随机变量取各种值的概率。
                              P26（图形）

[image: image236.wmf])
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只是概率函数的一种表示方式，其它的表示有
[image: image237.wmf])
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等等。但使用不同表示的含义应从上下文表明清楚。

分布函数

随机变量的概率分布可以用一个概率函数来描述，另一种描述方法就是分布函数，即累积概率。

定义1.3.4 对任意的实数
[image: image238.wmf]x

，随机变量X的分布函数就是X取值不大于
[image: image239.wmf]x

的概率，通常记作
[image: image240.wmf])
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。换句话说，

                                  P26     （6）

其中求和是对所有不超过
[image: image241.wmf]x

的t进行的。分布函数也称作累积分布函数（简记c.d.f）以强调它表示累积概率。

分布函数也可以用图形来表示，
[image: image242.wmf]x

作为横坐标，
[image: image243.wmf])
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作为纵坐标。沿用前面的例子，假设
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的图形如下图所示。
                                     P27      （图形）
图中实际上只含有水平线，画出垂直线只是给这幅图某种直观上的“连接”，还可以帮助找到下一节将要介绍的分位数。垂直线的高度与概率函数条形图中条形高度相同。

二项分布

对一些众所周知的分布，我们给出它们的名字。

定义1.3.5 设X是一个随机变量，二项分布是由如下概率函数所确定的概率分布

                                  P27       （7）

其中
[image: image248.wmf]n

是正整数，
[image: image249.wmf]1
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那么它的分布函数是

                                  P27    （8）

其中求和是对不大于
[image: image252.wmf]x

所有可能的
[image: image253.wmf]i

进行的。表
[image: image254.wmf]3
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（见附录）给出了参数
[image: image255.wmf]n

和
[image: image256.wmf]p

的某些特定值时
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的值。

例1.3.5

在含有
[image: image258.wmf]n

次独立基本试验的试验中，每个基本试验有两种结果：“成功” 或“失败”，概率分别是
[image: image259.wmf]p

和
[image: image260.wmf]q

，就像掷硬币一样。设X为在
[image: image261.wmf]n

次独立基本试验中“成功”的总次数。正如1.2节（7）式所示

                              P28      （式子1）

其中
[image: image262.wmf]x

为0到
[image: image263.wmf]n

的整数，所以X服从二项分布。

离散均匀分布

另一个有用的概率分布就是离散均匀分布。

定义6 设X为一个随机变量，离散均匀分布是由如下概率函数所确定的概率分布

                              P28       （9）

若X服从离散均匀分布，则X等概率取到1至
[image: image264.wmf]N

中的每个整数值。

例1.3.6

一个罐中装有
[image: image265.wmf]N

个塑料筹码，编号从1到
[image: image266.wmf]N

。试验是从罐中取出一个筹码，且取到每个筹码的概率相同。设X为所取出筹码上的编号，则X服从离散均匀分布。

联合分布

当在同一个样本空间上定义多个随机变量，或对多个试验组成的联合实验并在每一试验上定义了一个或多个随机变量时，需要考虑联合分布，通常用联合概率函数或联合分布函数来刻画。

定义1.3.7 随机变量
[image: image267.wmf]n
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同时发生的概率，即如下等式：

                             P28             （10）

定义1.3.8  随机变量
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的联合分布函数
[image: image273.wmf])

,

,

(

2

1

n

x

x

x

F

L

是
[image: image274.wmf]1

1

x

X

£

，
[image: image275.wmf],

,

2

2

L

x

X

£

和
[image: image276.wmf]n

n

x

X

£

同时发生的概率，即如下等式：

                              P29            （11）

例1.3.7

考虑例2中定义的随机变量X和Y。设
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分别是（X，Y）的联合概率函数和联合分布函数。由例4

                                P29          （12）

且 

                                 P29          （13）

其中

                                 P29         （式子）

（13）式是对所有满足：
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都为非负整数这样的
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求和的。

注意p值未知，（12）与（13）式是无法计算的。

定义1.3.9  给定Y时，X的条件概率函数，
[image: image283.wmf])
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从（1）式我们可得

                           P29                  （15）

其中
[image: image284.wmf])
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是X和Y的联合概率函数，
[image: image285.wmf])
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是Y的概率函数。

例1.3.8

续例7。设
[image: image286.wmf])
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为给定Y=y时X的条件概率函数，则由（4）式有

                               P30     （式子1）

为找到一般情况下（即对任意选取的x和y）
[image: image287.wmf])
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的表达式，先假设
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表示X和Y的联合概率函数，则由例7得

                              P30      （式子2）

它最初是（2）的一般形式。记
[image: image289.wmf])
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是Y的概率函数，再从例4我们可得：

                              P30     （式子3）

由定义9可得给定Y=y时X的条件概率函数：

                              P30     （16）

其中消去了含有未知参数p的项。

超几何分布

前一个例子中我们已处理过一个称为超几何分布的概率函数。更一般地，通常假设有一类的A个物体和另一类的B个物体（前面例子中女孩和男孩的总数），且选中每个物体的可能性相同，则在从A+B个物体中选出k个的条件下，有x个来自那A个物体的概率，这就给出了超几何概率函数。

定义1.3.10 设X是一个随机变量。超几何分布是由下面的概率函数所确定的概率分布

                                 P30   （17）

其中A、B和k都是非负整数，且
[image: image290.wmf]B
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相互独立的随机变量可按照独立试验中的定义1.2.9和1.2.10的相同的方式来定义。

定义1.3.11 设随机变量
[image: image291.wmf]n
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分别具有概率函数
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，且联合概率函数为
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是相互独立的，如果

                                  P31  （18）

对于所有
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都成立。

例1.3.9

考虑例1.3.8中的试验。则X（感觉更容易与母亲交流的女孩的数目）的概率函数为：

                                    P31  （19）

且Y（感觉更容易与母亲交流的孩子总数）的概率函数为：

                                    P31  （20）

由于

                                    P31  （式子4）

由（16）和（20）式，得到X和Y的联合概率函数：

                                    P31  （式子5）

但由于

                                  P31  （式子6）

我们有

                                  P31  （式子7）

因此，X和Y不独立。

习题
1. 如果
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是二项概率函数，其中n=6，p=1/3。求：

（a）
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 （g）画出概率函数的条形图.

 （h）画出分布函数图.

2. 假设
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是离散均匀概率函数，其中N=12。求:
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(i) 画出概率函数的条形图

(j) 画出分布函数图

3. 假设X和Y独立，且服从二项分布的随机变量，X对应的参数n=3，p=1/2；

Y对应的参数n=4，p=1/2。设
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是X和Y的联合概率函数。求:
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4. 假设
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是超几何概率函数，其中A=3，B=4。求:
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5. 一个用餐者从六种不同的三明治中随机地选取一种。

(a) 样本空间是什么?

(b) 样本空间上的概率函数是什么？

(c) 在样本空间上定义一个服从离散均匀分布的随机变量。

6.  7个男孩和10个女孩参加一场考试，且每一个学生不及格的概率是0.2

(a) 试验的样本空间是什么？

(b) 已知三个学生不及格，三个学生都是男孩的概率是多少？

(c) 你所用的概率分布的名字是什么？

(d) 如果每个学生不及格的概率由0.2变为0.8，(b)的答案又是什么？

思考题
1. 下面这些函数中的哪些可能是概率函数，并证明你的结论。
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其中p是(0,1)上的一个常数。

2. 假设每个患者患有某种病，如果不经治疗的话，病人在一周之内痊愈的概率是0.1。现在向10个这种病人提供一种新药。一周之后10个病人中有9个痊愈了。

(a)  若这种药物没有医疗作用，至少9人痊愈的概率是多少？

(b)  从你的观点来看，你认为这种药有效吗？

(c)  你所使用的样本空间是什么？

(d)  在样本空间上你定义的概率函数是什么？

(e)  在样本空间上你定义的随机变量是什么？

(f)  你的所用随机变量概率分布的名字是什么？

1.4 §1.4 随机变量的性质

我们已经讨论了随机变量的一些性质，比如概率函数和分布函数，分布函数描述了随机变量所有值得考虑的性质，因为分布函数揭示了随机变量所有可能的取值及其取值的概率。然而有时用分布函数来描述随机变量是比较不方便或易混淆的，所以需要随机变量的某些“概括描述”。我们将介绍随机变量的另外一些性质，它们可以用来对随机变量的分布进行简捷而不必完全的描述。

分位数

本书中常用来概括随机变量分布的方法就是给出随机变量某些特定的分位数。“分位数”并不像“中位数”、“四分位数”、“十分位数”及“百分数”那样为众人所知，后面的这些名词对给出特定的分位数是比较常用。例如，随机变量的中位数，是指随机变量取值比它大的概率不超过1/2，取值比它小的概率也不超过1/2。把这个定义进行推广可得如下：

定义1.4.1 对于（0，1）中的确定值
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为随机变量X的
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分位数，如果
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如果
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分位数的定义不唯一，为了避免混淆，采用惯例把所有满足定义的数
[image: image346.wmf]p

x

中最大数与最小数的平均取为其
[image: image347.wmf]p

分位数。

由定义可知，X不超过 
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x

的概率不大于
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，X大于
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x

的概率不超过1-
[image: image351.wmf]p

。中位数是0.5分位数，第三个十分位数是0.3分位数，上下四分位点分别是0.75和0.25分位数，第63个百分点是0.63分位数。

寻找
[image: image352.wmf]p

分位数的简单直观方法可使用随机变量的分布图。
[image: image353.wmf]p

分位数就是在图上纵坐标是
[image: image354.wmf]p

的点所对应的横坐标，如下例。

例1.4.1

设X是一个随机变量，有如下概率分布：

                           P34    （式子）

则X的分布函数可以用图2来表示。0.75分位数
[image: image355.wmf]75
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，即上四分位点，可以用画一条经过纵轴上0.75的水平线来获得，如图2中的虚线所示，虚线与图相交点所对应x的值就是上四分位数，本例中它为2。

                          P34  （图2）

故
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=2。也可以用定义来直接验证，因为

                          P35 （式子1）

它小于0.75，且

                          P35 （式子2）

它小于1-0.75

中位数可类似地通过画一条经过纵轴上0.5的线获得。这里的中位数可取[1，2]中的任意值，且这些值中的每一个都满足中位数的定义，通常我们取1.5作为中位数。

某些称之为“检验统计量”的随机变量在很多统计方法中非常重要。如果它们的分布函数完全未知，则这些统计量就没有什么用处。附录中列出了很多表格，并给出了非参数统计方法中用到的一些检验统计量分布函数的信息。分位数的使用浓缩了这些信息，否则这些表将非常臃肿。

通常定义随机变量后，研究的可能不是随机变量本身，而是这个随机变量的函数。随机变量X的一个实值函数是代替X的取值而给样本空间中的点赋新值的准则。例如：Y=X+4，Y是X的一个实值函数；若X=x，则Y=x+4；若X=3，则Y=7。通常记作
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对于某个常数
[image: image362.wmf]a

。尽管使用了X，由于Y也是对样本空间中的点赋予实值，所以我们认为Y也是一个随机变量。一个随机变量的实值函数一般也是一个随机变量。

期望

随机变量的另一个很有用的量就是它的期望。首先我们给出期望的一般定义，然后再给一些例子。

定义1.4.2 设X是一个具有概率函数
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的随机变量，且
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是X的一个实值函数。则
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的期望（记作
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）定义为：

                                  P35  （1）

其中求和是对X的所有可能值进行的。如果（1）式右端的求和是无穷大，或不存在，我

们就说
[image: image367.wmf])
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的期望不存在。

实际中，我们主要关心的是两个期望值，即X的均值和方差。

定义1.4.3 设X是一个具有概率函数
[image: image368.wmf])
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的随机变量，X的均值（通常记作
[image: image369.wmf]m

）是

                                   P36   （2）

由（1）式，我们有：

                                   P36   （3）

（3）式表明均值与物理学中的“重心”是一样的，它是一个中心点，平衡点。如果将正比于概率的权重放置于一合适标尺上X的对应值处，则这个标尺将恰好稳定在均值。正因为这种分布中心的位置趋向，均值也称做“位置度量”。前面讨论过的均值和中位数是两种常用的位置度量。

例1.4.2

考虑具有“成功”和“失败”两个结果的简单试验，“成功”的概率是p，“失败”的概率是q（等于1-p）。如果“成功”发生，则令X=1，若“失败”发生，则令X=0。这样X是参数为n=1的二项分布，由（3）式，X的期望为：

                                  P36   （4）

亦即X的均值是p。如果发生结果为等概率，即p=1/2，则X的均值也是1/2。

例1.4.3

考虑一个总在同一餐馆吃午餐的商人，餐馆的午餐有四种定价4.00美元，4.50美元，5.00美元和5.50美元。凭以往的经验，他知道自己每一天选择4.00美元午餐的概率是0.25，5.00美元午餐的概率是0.35，余下两种价格午餐的概率分别是0.2。设X为每天的午餐价格，以美元为单位，则X的概率函数是

                             P37  （式子1）

由（3）式，得到X的均值为：

                             P37  （式子2）

经过一段较长的时间后，商人发现尽管他的每一次午餐花费不尽相同，但他的午餐平均支出却是4.675美元。

刻度

正如称均值和中位数为位置度量一样，度量随机变量的伸展或变异的量称为“刻度度量”。一个基于分位数的刻度度量是四分位极差，它是由
[image: image370.wmf]75
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减去
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得到的。另一个直接基于概率函数的刻度度量是极差，它等于随机变量的最大可能值减去最小可能值。最常用的刻度度量是标准差，它等于如下所定义方差的平方根。

定义1.4.4 设X是一个有均值
[image: image372.wmf]m

和概率函数
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的随机变量，X的方差（记作
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由（1）式，X的方差可以写作：
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因为
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=1，且由（3）式，则（6）式变为：
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这是计算方差更常用的形式。

方差的正平方根称为X的标准差，记作
[image: image377.wmf]s

。

例1.4.4

若X服从n=1的二项分布，且
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。在例2中求得X的均值为p，因此由（6）式，
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另外，我们还可用（7）式来计算
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。先用（1）式计算
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                           P38      （式子2）

则X的方差为

                           P38      （式子3）

与（8）式一致。X的标准差是
[image: image382.wmf])
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例1.4.6

有6个编号由1至6的相同筹码。一只猴子从中选择了一个，然后交给它的训练者。样本空间是猴子取到的筹码。设X表示筹码上的数。若每一个筹码等可能被选中，其概率是1/6，那么X服从离散均匀分布。则X的均值如下：

                             P38   （式子4）


[image: image383.wmf]2

X

的期望如下：

                             P38   （式子5）

由（7）式，X的方差为：

                             P38   （式子6）

标准差是方差的平方根，此例中它为1.71。

定义2中定义了单个随机变量的函数的期望。这里可以推广到多个随机变量的联合函数的情况。它可以用来考虑两个随机变量的协方差，也能求几个随机变量和的均值和方差。

定义1.4.5 设随机变量
[image: image384.wmf]n

X

X

X

,

,

,

2

1

L

联合概率函数为
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的实值函数，则
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的期望值定义为:

                             P39    （9）

其中求和是对所有可能取到的
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的简单函数是
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即随机变量Y的每一个值都与包含
[image: image391.wmf]i
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试验的联合试验有关，它是所有
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的取值之和。则
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其中求和是对
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所有可能的联合取值求和。由定义5和（11）式立即得到

                             P39   （12）

这些计算结果可以陈述为如下定理：

定理1.4.1  设
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是随机变量，且
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则有 
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定理1.4.1中的结论在任何情形下都成立，不论随机变量独立与否。对看上去很难求的一些随机变量和的均值问题，使用定理1.4.1后，将使问题化为简单。

下面两个例题的结论将在后面的章节中用到。

例1.4.6

设Y是n次独立基本试验中“成功”的总次数，每一个基本试验中，“成功”和“失败”的概率分别为p和1-p。则Y服从参数为n、p的二项分布。实际上，Y也可看作n个独立的随机变量
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之和，其中
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，若第
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个基本试验的结果是“成功”；
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个子实验的结果是“失败”（
[image: image401.wmf]i

从1到n）。则
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且由定理1

                            P40   （式子2）

在例1.4.2中，
[image: image402.wmf]i

X

的均值是p，因此
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即是二项分布的均值。

注意在二项分布中的基本试验认为是相互独立的，因此
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X

是独立的。这个假设在求均值时不需要用到。

例1.4.7中，需要用到以下引理，这个引理给出了连续整数和的表达式。

引理1.4.1

                           P40       和       （式子4）

证明：要求的和可用两种方式表达，设
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将上述两个等式相加得到

                           P40   （式子6）

因此

                           P40   （式子7）

当 
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时，得到

                           P41   （式子1）

证毕。

例1.4.7

一个罐中有编号从1到N的N个筹码，从中依次取出n个，其中n比N小，并记下编号，置于一旁。设Y是取出的n个筹码上的编号之和。假设抽取是随机的，即每个筹码等可能取到。

Y的均值如果不用定理1.4.1是不易求的。由于记录下一个筹码编号，则其它的筹码就不会出现这个编号，故此连续抽取不是独立的。然而，我们仍把Y作为随机变量
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之和，其中
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表示第
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次取出筹码的编号，它有概率函数
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因此借助引理1，我们有
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（14）式给我们提供了一个离散均匀分布的均值。因为Y=
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协方差

两个随机变量一个简单而有用的函数是
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它的期望称为
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与
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的协方差。特别地，比较定义4与下面的定义可以发现
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的方差就是它自身的协方差。

定义1.4.6 设
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、联合概率函数为
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的两个随机变量。
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的协方差定义为：
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由定义1.4.5关于期望的定义，可得：
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求和是对所有
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的可能取值进行的。展开得
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在计算协方差时，（18）式通常比（17）式更容易。

例1.4.8

保险公司发现每个人在一年内发生一次交通意外的概率是0.1，但如果知道他上一年发生过交通事故，那么这个概率变成了0.3。

设
[image: image423.wmf]1

X

取值0或1，决定于此人在他保险期间的第一年内没有发生事故或至少发生过一次；设
[image: image424.wmf]2
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类似于
[image: image425.wmf]1

X

定义，是对此人在他保险期间的第二年定义的。则
[image: image426.wmf]1

X

的概率函数是
                                P42    （式子4）

[image: image427.wmf]2

X

也有相同的概率函数。从例1.4.2我们得到
                                P42    （式子5）

[image: image428.wmf]1
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和
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联合概率函数在
[image: image430.wmf]1

1

=

X

和
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时的值，可由下式表示：
                                P42    （式子6）
由定义1.4.5可得
[image: image432.wmf])
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的表达如下：
                                P42     +“0”项   （式子1）
再用（18）式可得
[image: image433.wmf]1
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和
[image: image434.wmf]2

X

的协方差为：
                                P42   （式子2）
相关系数

下面谈到的相关系数，它是两个随机变量间线性独立性的一种度量。这里我们不加证明地陈述两结论：相关系数总是在-1和+1之间；当两个随机变量相互独立时，它一定等于0（在其它情形也可能是0）。

定义1.4.7 两个随机变量的相关系数定义为它们的协方差除以它们标准差的乘积。两个随机变量的相关系数常用
[image: image435.wmf]r

表示，由下式给出
                              P43    （19）

下面给出在例9中要用到的一个引理。这个引理提供了前N个连续整数的平方和的表达式。

引理1.4.2

                              P43   （式子4）

证明：设
[image: image436.wmf]å
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，则

                              P43   （式子5）

其中在第
[image: image437.wmf]i

列数的和是
[image: image438.wmf]2

i

。可我们并不对列求和而是对行求和。从第
[image: image439.wmf]j

行顶端开始对第
[image: image440.wmf]j

行的所有数求和，由引理1得
                               P44  （式子1）
再把这些行加起来得
                               P44  （式子2）
这里在第二等式最后一个求和项可由S表示。因而，移项得到：
                               P44  （式子3）
所以
                               P44  （式子4）
证毕

例1.4.9．

如例7，一个罐中有编号从1到N的N个塑料筹码。一个试验是从罐中取出n个，其中
[image: image441.wmf]N

n

£

。假设每个筹码都是等可能取出的且不放回。设
[image: image442.wmf]n
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为随机变量，其中
[image: image443.wmf]i

X

表示第
[image: image444.wmf]i

次取出筹码的编号，
[image: image445.wmf]n
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。在本例中，我们要求
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X

和
[image: image447.wmf]j

X

的协方差。由例1.4.7，我们得到
[image: image448.wmf]i

X

的均值

                               P44  （式子5）
且由（7）式和引理1.4.2，我们得
[image: image449.wmf]i

X

的方差

                               P45  (20)
下面我们求随机变量
[image: image450.wmf]i

X

和
[image: image451.wmf]j

X

的协方差，其中
[image: image452.wmf]j
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¹

。注意到它们的联合概率函数为

                               P45  （21）
由定义1.4.6,
[image: image453.wmf]i
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和
[image: image454.wmf]j

X

的协方差可如下表示：
                             P45  （式子）
其中求和是对所有的
[image: image455.wmf]s
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从1到N，且
[image: image456.wmf]s
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进行的（
[image: image457.wmf]k

X

与
[image: image458.wmf]s

X

不能同时取相同的值）。如果同时加上、减去
[image: image459.wmf]s
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的项，则方差为
                             P45   （22）
简化（22），并注意到
                             P45  （23）
由方差的定义及（20）式，我们得
                             P45  （24）
把（23）和（24）式代入（22）式，得到：
                             P45  （25）
协方差一个非常重要的性质就是在两个独立随机变量的情形下，协方差的值是多少。设
[image: image460.wmf]1
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和
[image: image461.wmf]2

X

是两个独立的随机变量，分别有概率函数
[image: image462.wmf])
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和
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[image: image464.wmf]2
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，则
[image: image465.wmf]1
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和
[image: image466.wmf]2

X

的协方差为
                            P46   （式子1）
这说明两个随机变量的独立性意味着它们的协方差是0，同时它们的相关系数也是0。

定理1.4.2  如果
[image: image467.wmf]1

X

和
[image: image468.wmf]2

X

是两个独立的随机变量，则
[image: image469.wmf]1

X

与
[image: image470.wmf]2

X

的协方差是0。

下面例1.4.10表明，定理2的逆命题不一定正确。即协方差是0并不意味着随机变量是独立的，而在实际中却经常出现误解。

例1.4.10

定义两个随机变量的联合概率函数如下

                           P46  （式子2）

则X的概率函数为

                           P46    （式子3）

且Y的概率函数为

                           P46    （式子4）

X和Y的期望为

                           P46   （式子5）

X和Y的协方差分别为

                           P47   （式子1）

然而，X和Y却不独立，因为

                           P47  （式子2）

它不等于

                           P47  （式子3）

因此X和Y有0协方差，但它们却不独立。

下面我们准备求一些随机变量和的方差。设Y=
[image: image471.wmf]n
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，其中
[image: image472.wmf]i
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之间独立或不独立，要求Y的方差。由方差的定义有：
                         P47  （式子4）
由于随机变量和的期望等于这些随机变量期望的和，所以
                         P47  （26）
如果
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是相互独立，由定理2，我们有
[image: image474.wmf]=
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0，且
                          P47   （27）
我们把上述内容总结成如下定理

定理1.4.3  设
[image: image475.wmf]n
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是随机变量且

                          P48   （式子1）
则

                          P48   （式子2）
进一步，如果
[image: image476.wmf]n
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相互独立，则
                          P48   （式子3）
例1.4.11

续例1.4.9。设
[image: image477.wmf]i

X

是取出的第
[image: image478.wmf]i

个筹码的编号，且Y是所有
[image: image479.wmf]i

X

的求和（见例1.4.7）。则由定理3得到

                           P48   （式子4）

等式中的诸项由（20）和（25）式给出，其中方差项出现了
[image: image480.wmf]n

次，协方差项出现了
[image: image481.wmf])
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注意到
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是
[image: image483.wmf]1
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时的
[image: image484.wmf])

(

Y

Var

的特殊情形。

二项分布的协方差在下面的例1.4.12中给出。

例1.4.12

考虑
[image: image485.wmf]n

次独立的基本试验，每个基本试验结果是“成功”或“失败”，且“成功”和“失败”的概率分别是p和q，其中p+q=1。类似与例1.4.4和例1.4.6，设
[image: image486.wmf]i

X

取0或1，分别对应于第
[image: image487.wmf]i

个基本试验是“失败”或“成功”。设Y为n次试验中总的“成功”次数。由
[image: image488.wmf]i

X

相互独立及定理1.4.3，有

                            P48  （式子6）

由例1.4.4得，
[image: image489.wmf])
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=
[image: image490.wmf]pq

，所以

                            P49  （式子1）

这就得到了二项分布Y的方差。

前面例题的一些结在这本书的后面要用到，为方便起见，把它们陈述为相应的定理。

定理1.4.4 设X是服从二项分布的随机变量

                             P49   （式子2）

则X的均值和方差由下式给出

                             P49   （式子3）

定理1.4.5 设X是从1至N这N个整数中无放回的随机取出的n个整数的和，则X的均值和方差是

                             P49  （式子4）

例1.4.13

广告代理商为他们的一位顾客挑选了12个样品杂志广告，并把这些广告按照他们认为的在出售商品时的影响力大小进行排序。最有效的广告给定秩1，等等。这名顾客（产品的生产者）选择购买了四种广告。代理商对它们的排序得4，6，7和11。

假设顾客的选择和代理商的排序是独立的，则被选广告秩和的分布等同于与从标号1到12的12个筹码中取出4个筹码标号和的分布。设X为被选4个广告的秩和，由于被选广告独立于排序，由定理5可得X的均值为
                            P49  （式子5）

且X的方差为

                            P49  （式子6）

X的标准差为

                            P50  （式子1）

X的观测值为

                            P50  （式子2）

在前面的假设下，这个值与X的均值比较接近。

习题
1. 若
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(e)  上四分位数   (f)  37百分位数

3. 若
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        (h) X与Y独立的吗？

4. 若
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(c) 
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[image: image516.wmf])

(

x

X

P

=

 对每一x

(g) X与Y独立的吗？

5. 从1到66这66个整数的和是多少？

6. 从70到99这30个整数的和是多少？

7. 若X为投掷一次均匀骰子得到的点数，求

(a) 
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(b) 
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(c) 
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8. 若从1到30连续地对30张票编号，从中无放回地随机取出2张票。求

(a) 
[image: image520.wmf]E

（这两张票的编号和）。

(b) 
[image: image521.wmf]Var

（这两张票的编号和）。

9. 若10个顾客从1到10连续地编号，随机地选出两个进行访问。求

这两位顾客编号和的均值、方差和极差。

10. 若100个顾客从1到100连续地编号，随机地选出12个进行访问。求

选中顾客编号和的均值、方差和极差。

11. 若
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(a) 求X的边缘概率分布。

(b) 求 
[image: image523.wmf])

(

2

Y

X

E

。

(c) 求 
[image: image524.wmf])
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。

(d) 求X，Y的相关系数。

12. 二维随机变量
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的概率是0.25，取值
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的概率是0.25，取值
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率是0.50。求X的中位数，Y的方差和X、Y的协方差。假设
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的分布

函数。求
[image: image531.wmf])
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并画出X的分布函数及Y的概率函数图。

13. 有八匹马参加赛马大赛，其中有三匹马来自Lubbock。它们的位置（1至8）是无放回地随机指定的。设X表示来自Lubbock的那三匹马的位置编号和。求X的均值和方差。

14. 设X与Y是两个独立的二项分布随机变量，对于X，
[image: image532.wmf]3
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思考题：

1. 在随机变量X的均值处画一条竖直线，它把X的分布函数进行了划分。证明：在分布函数下方、0上方并在均值左边的面积等于在分布函数上方、1下方并在均值右边的面积（提示：画一个分布函数图，考虑要研究的面积）。

2. 运用由引理1获得引理2的类似方式，运用引理2来证明引理3以及等式

                            P51  （式子）

[更一般的推广式由Iman（1970）给出]。

§1.5 连续型随机变量

到目前为止本章中所介绍的所有随机变量有一个共同的特征：它们可能的取值是可列的。二项分布随机变量的可能取值是0，1，2，3，4，…，n-1，n；而其它值则取不到。离散均匀分布的可能取值是1，2，3，…，N。对于在前面定义和例题中引入的随机变量，类似的可列值都可以写出。

这些可列值可能是无限长的，比如在一个试验中，随机变量X等于一只猴子在最后按“对”钮且拿到奖品之前按“错”钮的次数。那么，X=0，如果第一次按的就是“对”钮，或者X可能等于1000，如果这只猴子找到“对”钮比较困难。理论上，这只猴子在最后按“对”钮之前选择按“错”钮的次数是没有界限的。尽管这种可列值会无限的长，我们还是可以列出X的所有可能取值。无限长的可列值是这个模型的一个特征，并非这个例子和很多情况下的实际试验，因为实际因素，比如说猴子的最终死亡，研究经费的缺乏，试验者的试验热情的减少都会使实际试验延长到近似荒谬的那一步。然而，模型是合理的且模型中的随机变量可以有无穷多的取值。

离散型随机变量

一个随机变量的可能取值是可列的确切表述方式是：随机变量的可能取值与部分或全部正整数之间存在着一一对应。这意味着对随机变量的每一个可能取值存在唯一的正整数与它对应，且这个正整数不与随机变量除此之外的其它可能值相对应。具有这种性质的随机变量称为是离散型随机变量。目前我们考虑的所有随机变量都是离散的。尽管如此，前面已证明过的一些定理却适用于所有的随机变量，即使我们仅对离散型随机变量证明了它们。

定义1.5.1 称一个随机变量X是离散的随机变量，如果X的可能取值与部分或全部自然数之间存在着一一对应。

离散型随机变量的分布函数总是一个阶梯函数，即它的图形看上去像楼梯的一串台阶，这些台阶可能会不均匀，甚至可能会有无穷多步台阶。如果这个图形的某一部分是缓慢连续上升，而不是呈阶梯上升的，那么相应的随机变量就不是离散的。

连续型随机变量

如果一个分布函数没有阶梯，上升的地方都是缓慢连续上升的，则称这个分布函数是连续的，与这个分布函数相应的随机变量称为连续型随机变量。图3是一个连续型分布函数图形的例子。
                           P53  （图形）
说一个分布函数没有阶梯，即是说不存在这样的两条水平线，它们与图形的交点在水平轴上的值是相同的。因此，若一个分布函数存在阶梯，则至少可以作出这样的两条线，比如说高是
[image: image537.wmf]1

p

和
[image: image538.wmf]2

p

，两者非常接近以至于它们与分布函数图形的交点在水平轴上的值是相同的。这实际是描述了找分位数的图形法，可以说在分布函数中若有一个阶梯，那么至少存在两个相同的分位数
[image: image539.wmf]1
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x

和
[image: image540.wmf]2

p

x

。相反地，如果没有精确相等的两个分位数，那么这个分布函数就没有阶梯，即函数是连续的。这就引出连续型随机变量的如下定义。

定义1.5.2 称一个随机变量X是连续型随机变量，如果不存在X相等的两个分位数
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和
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，其中
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。或等价地，称X是连续型随机变量，如果对所有的
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例1.5.1

图4中的分布函数是连续型的分布函数，且任何一个以
[image: image547.wmf])
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F

为分布函数的随机变量都是连续型随机变量。典型的连续型随机变量包括时间，高度，距离，体积的测量，等等。
                           P54  （图形）

事实上，没有实际的随机变量是连续的，因为随机变量的实际观测值都是某些测量的结果，测量工具在区分两个值时的能力也是有限的。连续型随机变量可以在理论上存在，如一个实际试验的模型中。而有时即使知道随机变量是离散的，我们也倾向于假定它是一个连续型随机变量，如下面的例2。

例1.5.2

一次赛马跑完一英里赛程所需的时间是一个连续的量，因为时间是一个连续的量。然而，在实际中，时间是以接近1/5秒进行测量的，不太常见一匹马跑完两场比赛所用的时间（即测量时间）相同。时间长度确切相等的概率是0；因此比赛的确切测量时间假设成连续这是合理的，这个时间近似相等于比赛的测量时间，而比赛的测量时间是离散型随机变量。如果两匹马在同一场比赛中，领先于其它所有的马以相同的测量时间跑过终点线，那么比赛的胜者将由一张两匹马穿过终点线时拍摄照片的分析所决定。这样所确定的实际获胜者很少会失误。尽管马跑完比赛时可能在两个或多个测量时间看上去相同，但比赛的次序仍旧可以确定，这说明即使随机变量（测量时间）是离散的，也可以作为实际连续时间的一种近似。

考虑连续型随机变量的另一原因是因为离散型随机变量的分布函数有时可以用连续型的分布函数来逼近，这样离散型随机变量中的有关简单方法就可用来近似计算所要的概率结果。常用的两个连续分布是正态分布和
[image: image548.wmf]2

c

分布。

正态分布

下面分布函数的定义或许会使那些对初等微积分不太了解的人感到吃惊。然而，这无需担忧，我们已制好了它的分布函数表，这样的表在大多数统计教材中都可以找到，如表A1，不仅如此，大多数电脑里的统计程序或软件需要时都可以计算分位数和概率。

定义1.5.3 设X是一个随机变量，称X服从正态分布，如果它的分布函数具有如下形式：
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其中可以证明（用微积分）参数
[image: image549.wmf]m

和
[image: image550.wmf]s

分别是X的均值和标准差。标准正态分布是对应
[image: image551.wmf]m

=0，
[image: image552.wmf]s

=1的正态分布。

正态分布函数不能直接计算出，所以表A1可用来近似计算与正态分布有关的概率。表A1给出了标准正态分布的1000个分位数。利用下面这个未证明定理中的等式，我们可在表A1中找到均值为
[image: image553.wmf]m

、方差为
[image: image554.wmf]2

s

正态分布的分位数。

定理1.5.1 对于给定的值p，设
[image: image555.wmf]p

x

是均值为
[image: image556.wmf]m

、方差为
[image: image557.wmf]2

s

正态分布的p分位数，
[image: image558.wmf]p

z

是标准正态分布的p分位数，则分位数
[image: image559.wmf]p

x

可通过
[image: image560.wmf]p

z

由如下线性关系获得：
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类似的，
[image: image561.wmf]p

z

也可通过
[image: image562.wmf]p

x

由如下线性关系获得：
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例1.5.3

设Z服从标准正态分布，使用表A1来计算Z不超过1.42的概率。由表A1，我们得到
                               P55  （式子）
且

                               P56  （式子）
我们简单用接近1.42的分位数得到
                               P56  （式子）
例1.5.4

从一群人中随机选取一个人的IQ，设为X，假设X是均值为100，标准差为15的正态分布。我们要计算X大于125的概率。由于
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这就归结于求
[image: image563.wmf])
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。对应于分位数
[image: image564.wmf]p

x

=125，由（3）式可以得到标准正态分布的分位数
[image: image565.wmf]p

z


                               P56  （式子）
再由表A1可以看到，若
[image: image566.wmf]p

z

=1.6667，则p=0.952。因此125是X的0.952分位数。
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故所求的概率是0.048。  

为了获得上1百分位数，也称作第99个百分位数，我们需要求
[image: image567.wmf]99
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，其中
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这样由表A1，
[image: image568.wmf]3263
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[image: image569.wmf]99
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可由（2）式得到
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因此随机选取这人的IQ小于135的概率是0.99。

例1.5.5

一铁路公司观察了一段时间发现，乘某一列车的人数似乎服从均值为540，标准差为32的正态分布。如果想以95%的概率保证每位乘客都有座位，那么公司应该在这辆列车上提供多少个座位呢？

实际上我们要求第95个百分位数。由（2）式可得
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其中
[image: image570.wmf]95

.

0

z

由表A1得到。即这个公司在这辆列车上需要提供593个座位，才能以95%的概率保证在列车的任何一次运行中每一个乘客都有座。

例1.5.5中随机变量X实际上是一个取非负整数的离散型随机变量。严格地说X不可能服从正态分布，而且对X的分布也很难找到一个理想的离散分布，因此对它作正态逼近一部分是为了简便，也有部分是出于需要。在其它的问题中，或许知道一个与数据吻合得较好的离散分布，但为了计算方便，我们还是会使用正态逼近。使用正态逼近的理论根据通常由中心极限定理保证。

中心极限定理

中心极限定理可能有多种形式出现。所有的形式有一个共同的特点，就是在一定的条件下，一些随机变量的和能够用正态分布逼近。这个定理说：随着被求和的随机变量的个数的增大（即趋于正无穷），并在满足其它一般条件的，一些随机变量的和将趋于正态分布。这些“其它的一般条件”可以有多种描述方式，由此产生了不同形式的中心极限定理。对这个定理的详细讨论已超出了本书范围。

定理1.5.2（中心极限定理） 设
[image: image571.wmf]n
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是n个随机变量
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的和，
[image: image573.wmf]n
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是
[image: image574.wmf]n

Y

的均值，
[image: image575.wmf]2

n

s

是
[image: image576.wmf]n

Y

的方差。在一般较容易满足的条件下，当随机变量的个数n趋于无穷大时，下面随机变量的分布函数
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趋于标准正态分布函数。

实际中求和随机变量的个数不会到达无穷大。但是中心极限定理的价值在于，在定理成立的情形中，只要n比较“大”，正态逼近总是“相当地好的”，这里“相当地好的”和比较“大”都是主观的说法。所以在实际应用正态逼近时，有很多说法和观点。通常如果n大于30时正态逼近就比较满意了。但有时当n像5或10一样小时，正态逼近还相当好。

下面例6将说明正态逼近在二项分布中的很好应用。

例1.5.6

设
[image: image577.wmf]n

Y

是一个服从均值为
[image: image578.wmf]np

、方差为
[image: image579.wmf]npq

（见定理1.4）二项分布的随机变量（见定义1.3.5）。则
[image: image580.wmf]n

Y

可以看作n个相互独立都服从参数为1的二项分布随机变量之和（定义1.4.12）。对较大的n，随机变量
                               58  （式子）
的分布近似服从标准正态分布。等价地说对较大的n，
[image: image581.wmf]n

Y

的分布函数能够用均值为
[image: image582.wmf]np

、方差为
[image: image583.wmf]npq

的正态分布来逼近（定理1）。

下面的例子说明中心极限定理的另一个应用，第5章中还会用到它。

例1.5.7

考虑一个抽样方案，从1至N这N个整数中无放回地随机抽取n个整数。设
[image: image584.wmf]i

X

是第
[image: image585.wmf]i

次取出的整数且
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是n个选出整数的和。对于较大的n和N，下式随机变量的分布函数
                              P58  （式子）
可以用标准正态分布函数来逼近（定理1.4.5）。换句话说，
[image: image586.wmf]n
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的分布函数能够用均值为
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、方差为
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的正态分布来逼近。


[image: image589.wmf]2

c

分布

中心极限定理之所以成为非常有用的定理是因为它的广泛应用，同时在某种程度上它也说明了正态逼近的用处，所以正态分布是一个十分有用的分布。其它和正态分布有关的分布由此也变得很重要，比如说
[image: image590.wmf]2

c

分布。

下面定义的
[image: image591.wmf]2

c

分布函数中用到了微积分中的“积分”符号和“Gamma 函数”
[image: image592.wmf])

2
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。这些符号不需要解释甚至理解，因为
[image: image593.wmf]2

c

分布函数的值已制成了表（见表A2），无论什么时候需要用到分布函数的值，你都可以使用它。电脑里的很多统计程序和软件需要时都可以提供
[image: image594.wmf]2

c

分布分位数和概率的计算。

定义1.5.4 随机变量X称为服从自由度为
[image: image595.wmf]k

的
[image: image596.wmf]2

c

分布，如果X的分布函数由下式给出
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（4）式的分布函数表明，一个
[image: image597.wmf]2

c

分布随机变量只能取非负值，因为若x为负，则
[image: image598.wmf]0

)

(
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x

F

。自由度
[image: image599.wmf]k

是一个参数，它的选取一般局限于整数1，2，3等整数。对于不同的参数
[image: image600.wmf]k

，分布函数也是不同的。表A2给出了一些
[image: image601.wmf]2

c

随机变量的选定的分位数，
[image: image602.wmf]k

取1，2，3直到30，也有部分大于30的值。当
[image: image603.wmf]k

大于100时，可以通过中心极限定理来获得近似的分位数，本节中的后面部分将给予介绍。

在一些数理统计的入门书中都列有结果：如果X是一个服从自由度为
[image: image604.wmf]k

的
[image: image605.wmf]2

c

分布的随机变量，那么X的均值和方差分别为：
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                             P59  （6）

下面这个定理的证明可在Freund（1962，p.194）中找到。

定理1.5.3 设
[image: image606.wmf]n
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是k个独立同分布的标准正态分布随机变量，Y是
[image: image607.wmf]i

X

的平方和
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那么Y服从自由度为
[image: image608.wmf]k

的
[image: image609.wmf]2

c

分布。

例1.5.8

一位儿童心理学家寻问了100个儿童他们更喜欢玩哪辆玩具卡车。这两辆卡车除了一个是红色的，另一个是绿色的外在形状方面都是一样的。这位心理学家关心的是儿童对颜色是否有偏好。

令随机变量X等于选择绿色卡车的儿童数，结果42个儿童选择了绿色的卡车，其余58个选择了红色的卡车。这个模型中假设是“没有偏好”，所以X应服从均值为
[image: image610.wmf]50
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np

，方差
[image: image611.wmf]25
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npq

的二项分布。这时我们可以考虑用X分布函数的正态逼近，所以
                             P60  （式子）
近似于标准正态随机变量。然而，心理学家关心的是两个方面的决定性差异，即她想知道X是比50更小还是比50更大。所以她本质上用了偏差的平方，即实际考察的是随机变量
                             P60   （式子）
因为它可以与自由度为1的
[image: image612.wmf]2

c

随机变量进行比较。在这个试验中，
[image: image613.wmf]2
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=2.56。在表A2中使用内插法，且
[image: image614.wmf]1

=

k

时，可得到一个比2.56小的值（相应于一个接近50的X的值）的概率约为0.88。所以心理学家得出结论：这里的儿童有对颜色偏好的倾向。（根据这种方法得出结论，在后面的章节中将进行详细讨论。）

在例1.5.8中，随机变量
[image: image615.wmf]5
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的分布函数近似于标准正态分布函数。所以
[image: image616.wmf]*

X

的分布近似于自由度为1的
[image: image617.wmf]2

c

分布。所求的概率可由计算正态分布函数的上下尾概率获得，即
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由表A2可得到下尾的概率，应该等于由表A1得到的上尾概率，两个概率间的唯一不同在于两表中使用的内插法。如果自由度大于1，那么表A1就不能用来替代表A2。

例1.5.9

续例1.5.8。心理学家有两部玩具电话，除了一部是白色，另一部是蓝色外，它们完全一样。她让25个儿童选择一部玩。其中有17名儿童选择了白色的电话，另外8名选择了蓝色。设
[image: image618.wmf]Y

等于选择白色电话儿童数的随机变量。因为在没有颜色偏好的假设下，
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近似于一个标准正态随机变量。随机变量
                          P61  （式子）
可与自由度为1的
[image: image619.wmf]2

c

随机变量进行比较。由于
[image: image620.wmf]Y

＝17，那么
[image: image621.wmf]*

Y

=3.24。在表A2中运用内插法，可求得自由度为1 的
[image: image622.wmf]2

c

分布随机变量小于3.24的概率约为0.92。因此，如果每一个玩具等可能选中的假设是真的，那么出现偏离期望值12.5这么大偏差的概率大约只有8％。

因为例1.5.8和例1.5.9中的试验都是为同一个目的设计的，那么，应该通过某一方式来组合这些结果。一个合理的想法是将
[image: image623.wmf]*

X

和
[image: image624.wmf]*

Y

看作相互独立的随机变量，对于
[image: image625.wmf]*

X

和
[image: image626.wmf]*

Y

的下列组合
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利用定理1.5.3，则
[image: image627.wmf]W

的分布函数可以由自由度为2的
[image: image628.wmf]2

c

分布函数来逼近。所以
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由表A2和内插法可得，自由度为2的
[image: image629.wmf]2

c

随机变量大于5.80的概率仅为0.06。

在这个例子中，通过结合两项研究中的信息来获得更多关于儿童中存在颜色偏好的信息。

需要注意的是：若定义
[image: image630.wmf]Y

为偏好蓝色电话的儿童数（代替本例中的Y），则
[image: image631.wmf]*

Y

的取值不变，因为
[image: image632.wmf]Y

对均值的偏差取了平方，所以不存在差异的方向影响。

例1.5.9中，两个近似
[image: image633.wmf]2

c

的随机变量增相加，且它们的和近似于一个自由度为2的
[image: image634.wmf]2

c

随机变量。一般来说，这种组合独立
[image: image635.wmf]2

c

随机变量的方法是可行的，有关这种方法更多的讨论可参见Radhadkrishna（1965）和Nelson（1966）。

下面的定理可在Freund（1962，P194）中找到。

定理1.5.4  假设
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分别是自由度为
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的独立
[image: image638.wmf]2

c

随机变量。
[image: image639.wmf]W

记为
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X

的和，则
[image: image641.wmf]W

为自由度为
[image: image642.wmf]k

的
[image: image643.wmf]2

c

随机变量，其中
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本书后面将应用定理1.5.4来逼近几个随机变量和的分布函数，其中的随机变量假设相互独立且都近似于
[image: image644.wmf]2

c

随机变量。

自由度为
[image: image645.wmf]k

的
[image: image646.wmf]2

c

随机变量可认为是
[image: image647.wmf]k

个独立且服从自由度为1的
[image: image648.wmf]2

c

分布随机变量的和，它们满足中心极限定理中的条件。由（5）和（6）式可得到自由度为
[image: image649.wmf]k

的
[image: image650.wmf]2

c

随机变量的均值和方差分别为
[image: image651.wmf]k

和
[image: image652.wmf]k

2

。因此，如果
[image: image653.wmf]W

是自由度为
[image: image654.wmf]k

的
[image: image655.wmf]2

c

随机变量，则当
[image: image656.wmf]k

较大时，下式
                              P62  （8）
的分布函数逼近于标准正态分布函数。由定理1.5.1可知，若
[image: image657.wmf]p

z

是来自表A1的分位数，对于较大的k，对应于表A2中的分位数
[image: image658.wmf]p

w

可由下式来近似
                              P62  （9）
注意到近似式（9）没有表A2底部给出的两个近似式
                              P62  （10）
或
                              P62  （11）

来得好。

习题
1．假设
[image: image659.wmf]Z

是标准正态随机变量。求：

(a) 
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[image: image665.wmf]Z

的上四分位数。

2．假设
[image: image666.wmf]X

是具有均值为0.5，标准差为3的正态随机变量。求：

(a) 
[image: image667.wmf])
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(e) 
[image: image671.wmf]X

的中位数。         (f) 
[image: image672.wmf]X

的上四分位数。

3．
[image: image673.wmf]X

是某一高中运动员一英里跑所需要的时间（单位：分），假设
[image: image674.wmf]X

服从均值为4.3，标准差为0.05的正态分布。求该运动员在年度田径运动会上打破学校4.15分记录的概率。

4．令X是向一个大的保险公司至少索赔过一次保险客户的数量。假设有2000位保险客户且每位客户全年索赔至少一次的概率为0.2。求：任何给定的一年中，索赔的客户数不超过500的概率。

5．如果某一班级学生的体重近似于均值为160、方差为400的正态分布，那么浴室的校准刻度有多高才能使99％的学生能够称他们自己的体重？

6．假设
[image: image675.wmf]Y

是参数n＝60，p＝0.5的二项随机变量。试估计随机变量
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超过5的概率。

7．假设
[image: image676.wmf]W

是自由度为
[image: image677.wmf]k

的
[image: image678.wmf]2

c

随机变量。求：

（a）
[image: image679.wmf]k

＝4时，
[image: image680.wmf]W

的0.95分位数。

（b）
[image: image681.wmf]k

＝8时，
[image: image682.wmf]W

的0.95分位数。

（c）
[image: image683.wmf]k

＝200时，
[image: image684.wmf]W

的0.95分位数。

8．假设X，Y，Z是独立的
[image: image685.wmf]2

c

随机变量，自由度分别为3、2、3。求W超过15的概率，其中
[image: image686.wmf]Z
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9．设X是在为学校捐款活动中捐款的人数。假设500有人参加了这次活动，且每个人捐款的概率为0.15，它们相互独立。试估计
[image: image687.wmf])
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10．设X为在十月份去Texas州Plains市的Dairy Queen旅游至少1次的旅游者数。假设有2000人住在Plains，且每个人去Dairy Queen的概率为0.25，彼此独立。试估计
[image: image688.wmf])
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11．在进行100次的投篮中，一名篮球运动员有43次命中。如果此运动员真正的投篮命中率是60％，试求出他有43次或更少次投篮命中的概率。

12．10个公司根据利润从1（最多利润）到10（最少利润）排名。从这十个公司中随机取出四个，假设X是所选四个公司的排名和：

（a）如果
[image: image689.wmf])
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是X的分布函数，求
[image: image690.wmf])
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（b）用正态逼近求F（14）的近似值。

思考题
1．假设W是自由度为100的
[image: image691.wmf]2

c

随机变量。试用近似式（9），（10），（11）求得W的0.95分位数近似值，并与由表A2查得的精确值作比较。

2．假设X是参数n＝100，p＝0.3的二项随机变量。利用表A1和A2，估计
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§1.6 第一章复习题

1．如果Texas理工大学所有录取的研究生中有75％是在Texas理工大学的研究生招生计划中，并且所有申请学生中有40％的学生被录取，试求申请学生中被Texas理工大学录取，但不在招生计划中学生的百分比。

2．投掷一枚均匀硬币8次。如果已知8次投掷中至少有两次是正面朝上的，试求恰有两次正面朝上的概率。

3．投掷五次骰子，设X为这五次骰子上数字（1到6）的和。假设骰子是均匀的（即每次投掷等概率显示1到6），且彼此独立，求X的均值和方差。

4．二维随机变量（X，Y）取（0，0）的概率是1/4，取（1，1）的概率是1/2，取（2，0）的概率是1/4：

（a）求X和Y的协方差。

（b）X和Y独立吗？请解释。

5．某俱乐部有8个成员，从成员中选取经理、副经理、秘书和会计的方式有多少种？

6．小吃新品牌Yummies与品牌A和品牌B在进行投标竞争。对四个宴会提供了等量的三种小吃，然后比较四个宴会后的剩余量。假设Y是品牌Yummies被评为最受欢迎小吃的次数。如果在偏好上没有差别，则Y服从参数是n＝4，p＝1/3的二项分布。

(a) 画出Y的分布图。

（b）求Y的下四分位数。

（c）求Y的四分位极差。

（d）求Y的均值。

（e）求Y的标准差。

（f）求Y不大于2的精确概率。

（g）运用正态逼近来估计Y不大于2的概率。并与（f）中的值作比较。

7．顾客从六个产品商标中等可能地选择任一个，标记“商标1”，“商标2”，依此类推。假设X是选择的商标号；若选择的商标号是前三个中的一个，则令Y＝3，若是后三个中的一个，则令Y＝6；若选择的商标号为偶数，则令Z＝1，若为奇数，则令Z=2。

（a）列出样本空间的点。

（b）写出样本空间上的概率函数。

（c）X服从什么分布？

（d）求Y的四分位极差。

（e）求Z的方差。

（f）求X和Z的协方差。

（g）Y和Z独立吗？

8．12颗钻石根据质量从1到12排序。现从12颗中无放回地随机取出三颗，假设X是三颗钻石的序号的和。

（a）样本空间中有多少点？

（b）描述样本空间中的任一个点。

（c）求P（X＝3）。

（d）若f（x）是X的概率函数，求f（10）。

（e）若F（x）是X的分布函数，求F（10）。

（f）运用中心极限定理逼近F（10），并将该近似值和（e）中求得的精确值比较。

9．某高中毕业班前十名学生从1（最好）到10排名。假设每一个名次等可能排上男学生和女学生，且X等于女学生名次的和。若前十名都是女生，则X＝1＋2+3+…＋10＝55。

（a）样本空间中有多少点？

（b）描述样本空间中的任一个点。

（c）描述样本空间上的概率函数。

（d）求P（X＝0）。

（e）求P（X＝1）。

（f）若f（x）是X的概率函数，求f（3）。

（g）若F（x）是X的分布函数，求F（3）。

10．出生的婴儿中大约49％是女性，51％是男性。设一个家庭中有5个孩子。

（a）女孩数的期望是多少；

（b）女孩数的中位数是？

（c）四个男孩和一个女孩的概率是多少？

（d）男孩和女孩最可能的分布是什么？

（e）为了回答这些问题，你还需做哪些假设？

11．两次独立地投掷一枚均匀骰子。假设
[image: image692.wmf]X

是两次点数的平均数（即
[image: image693.wmf]2
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，其中X1和X2分别是第1次和第2次投得的点数）。

（a）求出
[image: image694.wmf]X

＝2的概率。

（b）画出
[image: image695.wmf]X

的整个概率分布条形图。

（c）画出
[image: image696.wmf]X

的分布函数图形。

（d）求
[image: image697.wmf]X

的均值和方差。

（e）求F（3）的精确值。

（f）运用中心极限定理求F（3）的近似值，并与（e）中的值进行比较。

12．假设有10％的预定某航班的人并没有乘坐此次航班，正因为此，航空公司为了乘载尽量多的人，通常会提供比飞机所能容纳的更多预定。如果飞机能容纳100人，试问：航空公司能提供多少预定，才有90％的把握保证最后出现在航班上每个预定的乘客能搭乘此次航班？

13．为了玩“Texas彩”的彩票游戏，游戏者从1到50数字中，无放回地（即数字不会重复出现）取出6个数字。然后彩票公司也从1到50中无放回地随机抽取6个数（每6个数字的组合等概率出现）。游戏者若至少有三个数字和彩票公司取出的一样（不考虑数字顺序），则认为赢。

假设X是游戏者取出的匹配数字的个数，如果X=3,4,5,或6时，则认为游戏者赢。

（a）50个数字中选取6个数字的组合有多少（不考虑数字取出的顺序）？若数字随机取出，则每一组合出现的概率是多少？

（b）游戏者取出的6个数字和彩票公司随机取出的数字完全匹配的概率？即P（X＝6）？

（c）求
[image: image698.wmf])
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（d）X的概率分布是什么？概率分布中的参数值是多少？

（e）在一次抽取中，有241024张票都有恰有3个数字正确，你认为这次彩票公司买出去多少张票？

（f）在（e）的抽取中有12422张票恰有4个数字正确。这与恰有3个数字相同的票数相容吗？

14．参加“让我们做交易”游戏秀的竞猜者都有机会获得一辆品牌新轿车。她所需要做的就是从三个一样的车库门（标号A、B、C）中选择一个正确的车库门，后面藏着汽车。

她选择了A。

在开车库A之前，主持人Monte Hall问她是否需改变主意。为了让游戏更精彩，Monte Hall（知道车在哪）打开门B，每个人都发现车不在里面。然后又问她是否需改变主意选门C而不是A。此时，竞猜者应改变主意选门C吗？

(a) Monte Hall开车库B之前，门A是正确（即竞猜者获得那辆车）的概率是多少？

(b) Monte Hall开车库B之后，门A是正确的概率是多少？门B和门C是正确的概率又分别是多少呢？
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